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TEMA 29: EL PROBLEMA DEL CALCULO
DEL AREA. INTEGRAL DEFINIDA.

El origen del calculo integral se remonta a mas de veinte siglos atras, cuando
la escuela griega de geometria intentaba resolver el problema de determinar el area
de regiones planas, limitadas por fronteras curvas. Fue Arquimedes el primero en
idear un método, denominado de método de "exhauscién", para resolver el problema.
Este método consistia en esencia, en que si se queria determinar el area de una
region se inscribian y circunscribian regiones poligonales cada vez mas proximas a
ella, cuyas areas fuesen faciles de calcular.

Con el método de exhauscion, Arquimedes fue capaz de hallar las féormulas
de las areas del circulo, segmento de parabola y de otras regiones.

La falta de técnicas algebraicas hizo imposible extender el método a otros
tipos de regiones, y no fue hasta el siglo XVII cuando el caclulo integral como tal
nacio.

En la parte Il trataremos este tema, al calcular areas mediante las integrales
definidas que pasamos a ver. Antes debemos formalizar algunos conceptos.

Pasemos a ello desarrollando los puntos del esquema expuesto anteriormente.

. CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA

Antes de de abordar el concepto de integral definida debemos estudiar una

serie de conceptos.

1.1. PARTICION DE UN INTERVALO CERRADO
Definicion:

Se llama particion del intervalo [a,b] a una coleccidn finita P de puntos de [a,b],
P ={X¢,Xy......,X,} verificando que xo=a, Xa=b, y a=xo<x1<xz<....<xn=b.

Llamamos diametro de la particion P a la mayor de las diferencias x;-xi.1, con
i=1,2,3,..,n, y se denota diam(P).

La particion P determina n subintervalos cerrados [xo,Xx1], [X1,X2], ...[Xn-1,Xn],

siendo Iy=[xk-1,Xk] el k-ésimo subintervalo de P.
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Definiciéon
Dadas dos particiones P,Q del intervalo [a,b], diremos que Q es mas fina que

P, o bien P<Q, si se verifica que todo punto de P pertenece a Q.

I.2. SUMAS INFERIORES Y SUPERIORES

Sea f:[a,b]-R una funcion acotada.
Por ser f una funcioén acotada, el conjunto de numeros reales f(1) es no vacio
m, (f)=Inf(f(1, ))
M, (f)=Sup(f(1,))

Se llama suma superior de la funcién f respecto de la particion P al numero
real S(f,P) dado por:

S(f,P) =M, (f,P)(x, — X, ) + M, (f,P)(Xx, = X,) +...... +M.(f,P)(x, — X, 4)

y acotado. Notemos por {

Analogamente se define suma inferior de f respecto de la particion P al

numero real I(f,P) dado por:
I(f,P) = m,(f,P)(x, — X, ) + m,(f,P)(Xx, = X;) +...... +m, (f,P)(x, —X, )
Teniendo en cuenta que m, (f,P)<M, (f,P) Vke{1,2,....,n} es inmediato que

I(f,P)<S(f,P) y esto ocurre para cualquier particion del intervalo [a,b].

Geométricamente:

X

I(f,P) es la suma de las areas de los rectangulos azaules y S(f,P) representa

la suma de las areas de los rectangulos azules y blancos.

Veamos una propiedad importante de las sumas inferior y superior.




Proposicion
Sea f:[a,b]-R una funcion acotada.
i) Si P y P' son particiones de [a,b] tales que PcP', entonces:
S(f,P)> S(f,P") > I(f,P") > I(f,P)
ii) Si P4,P» son particiones arbitrarias de [a,b], entonces se tiene que I(f,P1)<S(f,P>).
-Dem-
i) Lo probamos por induccién sobre el niumero de elementos de P=-P.
* Si P'-P=2, no hay nada que probar pues P=P".
* Si P'-P tiene un elemento, entonces P'=Pu{y} con ye[a,b]-P.
Sea P={xg,X1,.....,Xn} €ntonces Fke{1,2,...,n} tal que Xk.1<y<X.
S(f,P)-S(f,P")=SUp(f(1, )-(X, Xy 1 )-SUP(F([X,c Y)Y X, 1 )-SUP (LY. X D)%, -y) =
Sup(f(L )X, X4 )-(Y-Xy1)- (X, -Y)I=0.
donde hemos usado que Sup(f(l, )) > Supf([x,_,,y]) ¥ Sup(f(l,)) > Supf([y,x,]).
Por tanto S(f,P) > S(f,P').
El mismo razonamiento teniendo en cuenta que las desigualdades se

invierten al cambiar supremos por infimos permite comprobar que I(f,P)<I(f,P')

* Supongamos que el resultado es cierto cuando P'-P tiene n elementos y
probémoslo cuando tiene n+1 elementos. Sea Q la particion P'-{z} con zeP'-P. Por
hipotesis de induccién tenemos que I(f,P)<I(f,Q)<S(f,Q)<S(f,P), mientras que de lo
demostrado en el caso en que P'-P tenia un solo elemento (P'-Q={z}) tenemos
I(f,Q)<I(f,P")<S(f,P")<S(f,Q). Entonces I(f,P)<I(f,P")<S(f,P")<S(f,P).

ii) Utilizando convenientemente la parte i) tenemos:
[(f,P1)<I(f,P1uP2)<S(f,P1uP2)< S(f,P2) |

1.3. INTEGRAL DE UNA FUNCION DADA

Sea f:[a,b]-R una funcion acotada.
Definicion
La integral superior de f es, por definicidn, el infimo del conjunto de las sumas

superiores de f, y se representa por If. La integral inferior de f, '[f , se define como




el supremo del conjunto de las sumas inferiores de f:

If=|nf {S(f,P): Pe?([a,b] )}

[f=Sup {I(f,P): Pe2([a,b] )}

donde 2([a,b]) es el conjunto de las particiones de [a,b].

Definicion
Sea f:A-R una funcién real de variable real, y sean a,bcA con a<b tal que

[a,b]cA. Si la restriccion de f al intervalo [a,b] es acotada, llamaremos integral
superior (resp. inferior) de f en [a,b] y notaremos J': f (resp. J': f ) a la integral

superior (resp. inferior) de fya -

Propiedades
Sean f,g:[a,b]-R funciones acotadas. Se verifican:

i) m(b—-a)< j f< j f <M(b—a) donde m=Inf{f(x): xe[a,b]}, y M=Sup{f(x): x<[a,b]}

i) [(Af)=2]f, fof)y=nff vaeRr;

iv) I(f+g)£If+Ig : J’(f+g)2jlf+Jjg

v) Supongamos que f(x)<g(x) para todo xe[a,b]. Entonces If < Ig , jf < jg

-Dem-
Son consecuencia casi directa de las propiedades de las sumas inferiores y

superiores, y de las propiedades de infimos y supremos. ]

Parece logico que, si tomamos particiones con diametro mas y mas pequefio

(es decir, con diametro que tienda a cero), las sumas superiores se acercaran mas y




mas a las sumas inferiores. Esto se traduce en que la integral superior coincide con

la integral inferior. Esto da pie a la siguiente definicion.

Definicién
Sea f:[a,b]-R una funciéon acotada. Diremos que f es "integrable" (en el

sentido de Riemann) sobre [a,b] cuando la integral superior coincida con la inferior,

en cuyo caso el numero real Ifs]g , jfsjg recibe el nombre de integral

definida de f, y se denota If o] jf(x)dx.
Si queremos indicar el intervalo en el cual f es integrable, denotaremos su
integral definida en [a,b] por Ibf.

A la funcion f se le llama "integrando" y a los extremos a y b del intervalo
"limites de integracion”.

Diremos que f es integrable en [a,b] cuando fj, v Sea integrable. En tal caso la

integral de f en [a,b], denotada como jbf sera la integral de fiap; .

El siguiente enunciado caracteriza de dos maneras muy intuitivas a las
funciones integrables en un intervalo.
Proposicién

Equivalen las siguientes afirmaciones:
1) f es integrable en [a,b]

2) VeeR* 3P, e P[a,b] tal que S(F,P.)—I(f,P.) <

3) Existe {P,}, P, e?[ab] tal que {S(f,P,)-I(f,P,)} >0

n

|.4. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Vamos a estudiar por separado las propiedades que se refieren a la funcion y
las propiedades que se refieren al intervalo de integracion, obteniendo en cada caso
interesantes resultados para el calculo de la integral definida de una funcion f.




Propiedades gue se refieren a la funcién

En este punto resumimos el comportamiento de la clase de las funciones
integrables respecto a las operaciones del espacio vectorial de las funciones de [a,b]

en R.

Proposicién
i) Si f,g:[a,b]-R son funciones integrables, entonces f+g es integrable y se verifica

que [(f+g)=[f+[g

ii) Si f:[a,b]-R es una funcion integrable y AeR, entonces la funcion Af es integrable y
se tiene que _[(M) = kjf.

iii) Si f,g:[a,b]>R son funciones integrables y se verifica que f(x)<g(x) para todo
xe[a,b], entonces se tiene que If < jg.

iv) Si f:[a,b]-R es una funcion integrable, entonces la funcion |f| es integrable y se
verifica Uf‘:ﬂﬂ

-Dem-

i) Sabemos que I(f+g) < If+]g =[f+[g =[f+[g < [(f+g)< I(f+g) luego como

J'(f+g)=J'(f+g) =J'(f+g) , se tiene que I(f+g)=jf+J'g.

i) En el caso en que AcR*, sabemos que

[(uf)=a[f=a[f=2[f =[(af) entonces [af=a[f.

Sabemos que j—f = —jf como consecuencia de las propiedades de If y de If ,

entonces si AeR™ se tiene que Af=(-A)(-f), con -AeR* Entonces

[2f = (=2) [-F ==(=2)[F =2 [f.
iii) Es consecuencia de las propiedades de jf y de If.

iv) Omitimos la demostracion u




Propiedades que se refieren al intervalo de integracion

Intentamos buscar una propiedad de aditividad de la integral con respecto al
intervalo.

Proposicion
Sea f:[a,b]-R es una funcién acotada y ce(a,b). Se tiene:

ff=:f+

RN

-Dem-

Notemos f1=fjjaq Y fo=F/ic,p) . Queremos probar que

[f=]f+]f, s [E=[f ],
Sean Py €2([a,c]) y P2eP[c,b]) arbitrarias. Es claro que P1uP2e?([a,b] y que:

[f<S(f.P,UP,)=S(f,P)+S(f,,P,)

de donde por la arbitrariedad de P4 y P, deducimos que If < J_'f1 4 Ifz

Para la desigualdad contraria sea Pe?([a,b]) arbitraria, P'=Pu{c}, P1=P=n[a,c],

P,=P=n[c,b]. Se tiene claramente que Pc2([a,c]), P.e2([c,b]) y que

S(f,P) = S(f,P") = S(f,P,)+ S(,,P,) > [f, + 1,

de donde por la arbitrariedad de P se tiene que If > Iﬂ 4 Ifz
Finalmente, aplicando a la funcion -f, cuyas restricciones a [a,c] y [c,b] son -f;

y -f, respectivamente, tenemos I(—f) = I(—f1)+I(—f2) esto es _[f=jf1+jf2 : u

La propiedad que a nosotros nos interesa es:
Corolario

Sea f:[a,b]-R una funcién acotada y ce(a,b). Son equivalentes:
i) f es integrable en [a,b]
ii) f es integrable en [a,c] y en [c,b].

b c
En caso de que se verifiquen i) y ii) se tiene: jf = jf+jf

a a Cc




-Dem-

Notemos f1=fjja¢; ¥ fo=fjcp; .

i = ii| Por hipétesis If = If , Y por la proposicion anterior

Ozjf—jf:[jf1—J.f1J+[J.f2—J.f2J
Como los dos sumandos del ultimo miembro son no negativos deben ser

nulos para que se cumpla la igualdad anterior, es decir, f; y f, son integrables.

iil=i| Es consecuencia inmediata de la proposicion anterior:

[f=[f+[t=[t+]f, =[f
Finalmente, si f; , f y f son integrables, la proposicion anterior nos da la

igualdad

f=|f,+|f,,esdecir, | f=| f+| f u
ab ac Cb

jafzo

a

De aqui se deduce que A .
J.a f - _Ib f

1.5. CONDICIONES SUFICIENTES DE INTEGRABILIDAD

Veamos algunos tipos de funciones que siempre son integrables:
Teorema
i) Toda funcion monaotona f:[a,b]-R es integrable.
ii) Toda funcioén continua f:[a,b]-R es integrable.
-Dem-
i)
Sea f:[a,b]-R una funcion creciente. Se tiene que f(a)<f(x)<f(b) Vxe[a,b] y por
tanto f es acotada.

vVneN sea Pne?([a,b]) la particion

P, :{a,a+b ,a+2——,....,a+n——=>b
n




Por ser f creciente, si x, :a+kb;a para k=0,1,...,n se tiene:
n

mMi(f,Pn)=f(xk-1) 'y Mx(f,Pn)=f(xx) para todo k=1,....,n
y por tanto, como para cada ke{1,2,...,n}, Xx-xk-1=(b-a)/n, tenemos:

(f,p )=2= a(f(x0)+f(x) ..... +(x,))

S(f,P,)= ?(f(x1)+ f(x,)+.....+f(x,))

(b-a)f(b)-f(a))

de donde S(f,P,)-I(f,P,) = .

Asi pues {S(f,P,)-I(f,P,)} —=2—-0, y f es integrable.

Si f es decreciente, -f es creciente, luego integrable y lo mismo le ocurre a f.

i) Dado ¢ >0 vamos a probar que 3P, e 2[a,b] : S(f,P,)-I(f,P,)<e

El teorema de Heine asegura que f es uniformemente continua en [a,b], luego

35>0: x,yelab] |f(x) fy) |
|x-y| < b
Sea P, ={a=Xg, X; ..... =b} tal que x, —x,, <38, Vk

M, (f,P) = Sup(f[x,_;, x]) =

} donde v,,u, €[X, 1 X,]
m, (f,P) = Inf(f[x, ., x,]) = f(u )

Como |v, —u,|<8= f(v,)-f(u,)< bL y sumando todos los términos

se deduce que S(f,P,)-I(f,P.) < e |

Notar que el teorema no es reversible pues hay funciones integrables que no
son continuas ni monétonas. Ello puede obtenerse como facil consecuencia de la

proposicidn siguiente.

Proposicién
Sea f:[a,b]-R una funcion integrable y sea g:[a,b]-R una funcién. Supongamos

que el conjunto {xe[a,b]: f(x)=g(x)} es finito. Entonces g es integrable y se verifica

que jf:jg.




-Dem-

0 o
Sea ce[a,b] y h:[a,b]~R dada por h(x) = { Six=c¢
1 Si X=c

» Si c=a 6 c=b, h es mondtona luego integrable.
= Si a<c<b tenemos que hjaq Y hjep) SON funciones monotonas, luego integrables, y
sabemos que esto implica que h es integrable. Como en cualquier caso I(h,P)=0

VPe?([a,b]) tenemos que Ih =0.

Sea ahora A={x4, Xa,...... ,Xn} cualquier subconjunto finito de [a,b] y ¢:[a,b]-R
una funcion tal que @(x)=0 Vxe[a,b]-A. Para ke{1,2,...,n} notamos hy a la funcion

0 six=#x,

definida por h (x)= { tenemos evidentemente que

1 six=x,
(P=(|)(X1)h1+(P(X2)h2+ ..... +(|)(Xn)hn.

Por la primera parte de la demostracion, para k=1,2,..,n tenemos que hy es
integrable y que Ihk =0. Entonces @ es integrable y I(b =0.

Finalmente, si f y g son las funciones del enunciado, podemos aplicar lo
anterior a la funciébn ¢@=g-f, que cumple que @(x)=0 Vxe[a,b]-A, donde
A={xe[a,b] : f(x)=g(x)} que por hipotesis es finito. Entonces g-f es integrable con

I(g—f):o. Entonces g es integrable ( g=f+(g-f) ) con jg:j(g—f)+jf :jf. u

Esto nos viene a decir que "modificar el valor de una funciéon en un conjunto

de puntos finito no varia el valor de la integral".

ll. RESULTADOS IMPORTANTES SOBRE LA INTEGRAL
DEFINIDA

Vamos a ver a continuacion tres teoremas y una regla. Son especialmente
importantes los dos ultimos teoremas ya que relacionan la integral definida con la

derivada.

B Teorema de la media o del valor medio del calculo integral

Sea f:[a,b]-R una funcién continua. Entonces, existe algun punto he[a,b] tal

1 b
ue f(hy=——| f.
que f(h)=———|,




El significado geométrico de este teorema, para el caso de que la funcion f
sea no negativa, es el siguiente:

"El area bajo la curva f entre a y b es igual al area de un rectangulo de base
(b-a) y altura f(h), para algun he[a,b]." Demostremos el teorema.

-Dem-

Se puede demostrar que si una funcién f es continua en un intervalo cerrado
[a,b], entonces el conjunto imagen, f[a,b] es también un intervalo cerrado.

Puesto que nuestra f verifica estas condiciones, llamemos [m,M] al intervalo
cerrado formado por las imagenes f(x) cuando x recorre [a,b] (m y M sera el valor
minimo y maximo respectivamente de la funcion f sobre [a,b]). Entonces:

1
b-a

Como f es continua en [a,b] por hipotesis, podemos aplicar el teorema de los

m(b—a)sjbf <M(b-a), deloque se deduce que m< _fbf <M

valores intermedios, que nos dice que f toma todos los valores comprendidos entre

my M, es decir, existe algun punto he[a,b] tal que f(h)= bL °f |
_a a

B Teorema Fundamental del Calculo Integral

El Teorema Fundamental del Calculo es uno de los puntos culminantes de la
teoria de funciones reales de variable real.

Antes de enunciarlo vamos a definir un concepto:
Definicién: Sea I un intervalo no ftrivial y sea f una funcién definida en 1. Diremos
que f es localmente integrable en I cuando f es integrable en todo compacto
contenidoen 1.

Asi por ejemplo toda funcioén continua es localmente integrable.
Teorema (Fundamental del calculo)

Sea f:1 > R una funcién localmente integrable en I, y acl. Sea F:1 > R
dada por F(x):jxf vx el. Entonces:

i) F es continuaen I.

ii) Si cel y f es continua en c, entonces F es derivable en cy F' (c)=f(c). En particular,
sifes continua en I, F es derivable en 1 y F' (x)=f(x) Vxe1.

-Dem-

i) Comprobemos que F es lipchiciana en todo compacto contenido en I (lo utilizaré

mas adelante):




Sean s,te[c,d]<1 con t<s.

F(s)-F()= [ f- j‘f = [*f. Entonces:

IF(s)-F(t) = ‘ [7f] < [ 1f] < supdf(x)| : x e I(t.s)}|s-t| < ks

donde I(t,s)=Intervalo de extremos ty's, y k=sup{[f(x) : xe[c,d]} , lo que significa

que F es lipchiciana.
Veamos que F es continua utilizando la caracterizacion mediante sucesiones.
Tendré que probar que:
Siaely {x,} > o conx;el, entonces {F(x,)} > F(a).
Probémoslo pues:
Considero el conjunto E={x, :neN}u{a}cl. Sea c=MinE y d=MaxE.
Claramente se tiene que o ,xnel[c,d]<].

Como F es lipchiciana se tiene que |F(x,)-F (o) <k|x,~ o/ -0 con lo que

{F(x,)} = F(a).
i) Veamos que F es derivable en todo punto donde f sea continua y ademas

F' (c)=Ff(c).

Para ello tendré que ver que si f es continua en ce I , entonces

LimF X =FC) ¢y
X—C X—C

F(x)—F(c)-f(c)(x—c) j j f—f(c)(x—c)= fo—f(c)(x—c)
- [Truco f(e)x-c)=[ f(c)} - [(F-f(c)
Por ser f continua en c se tiene que:
Dado €<0 36>0 tal que si |t-c|<d, entonces |f(t)-f(c)|< €.
Tomo xe1 fijo tal que [x-c|<d, entonces |f(t)-f(c)|< € si t esta comprendido entre
CYy X

Por tanto:

IF(x)-F(c)—f(c)(x— c|—U (f(t)—f(c))dt

< j:|(f(t)—f(c))|dt <
< sup{|f(t)—f(c)| rtel(x.c)}x-c| < ex—c|

Por tanto he demostrado que:




<gcon lo que Limwzf(c)".

F(X)_F(C) —f(C
X—¢ X—C

X—-C

"Si x#c con |x-c|<® entonces

)

Definicion

A F definida anteriormente se le llama integral indefinida de f con origen en a.

Definicién

Sea 1 un intervalo; f una funcién definida en 1. Una primitiva de f es cualquier
funcion F continua en I, derivable en el interior de 1 tal que F' (x)=f(x) ¥xeint(1).

Una condicién necesaria para que f tenga primitivas en I es que f tenga la
propiedad del valor intermedio (lleve intervalos en intervalos) en int(I), ya que las
funciones que son derivadas de alguna otra funcion tienen esta propiedad. Ademas f
no puede tener discontinuidades evitables ni de salto en int(1) (por la misma razén).

Es interesante resaltar que los conceptos "tener primitiva" y "ser integrable"
no estan relacionados. Asi por ejemplo:

e Hay funciones con primitiva que no son integrables:

Si h(x)=xzseni2 y h(0)=0, entonces:
X

h'(x)=2xseniz—1cosi2 six =0 yh'(0)=0.
X° X X
Si llamo f=h' se tiene que h es una primitiva de f en p.e [-1,1].

En cambio f no es integrable pues si x — 0 f no esta acotada.

e También hay funciones integrables que no tienen primitiva como puede ser

cualquier funcién mondtona en un compacto con discontinuidades.

NOTA: El teorema Fundamental del Calculo nos dice en particular que toda funcién

continua en un intervalo tiene primitivas en dicho intervalo.

B Regla de Barrow

Sea f:[a,b] — R una funcién integrable y supongamos que admite primitivas

en [a,b]. Sea G una primitiva. Entonces I:f =G(b)-G(a).




-Dem-
Sea P={Xo,X1,.....,Xn} cualquier particién del intervalo [a,b].
Para cada ke{1,2,..,n} podemos aplicar el teorema del valor medio a la
restriccion de G al intervalo [x-1,Xk], obteniendo tke(xk-1,Xk) tal que:
G(Xk)-G(Xi-1)=G" (tic) (Xi-Xic-1)=F (i) (Xic=Xi1)
Asi se tiene que:

Como I(F,P) < S F(t, )X, —X,,) = > (G(x, ) - G(x, ,)) <G(b) - G(a) < S(f,P)

se tiene que [(f,P) < G(b)-G(a) < S(f,P)

y esto es valido para cualquier particion P del intervalo [a,b], luego tenemos que

[ f(tydt <G(b)-Gla)< [ f(t)dt

Ja

Por ser f integrable se tiene que Lbf(t)dt =G(b)-G(a). u

Ejemplo

3 1 .
Calculemos L —4dx. En primer lugar, debemos asegurarnos de que el
—eX_

integrando es una funcidn continua en el intervalo [4-e,3]. Para ello , observemos
que la funcién 1/(x-4) es continua en todos los puntos x excepto en x=4. Y como el
punto x=4 no pertenece al intervalo [4-e,3], la funcion del integrando es continua
sobre el intervalo de integracion. En consecuencia, podemos aplicar la regla de

Barrow, quedando:

3

j— _ 3 _ B _
vox 28 =lloglx =4[l , =log1-loge =1.

B Férmula de cambio de variable
Sea ¢ :[a,b]-R una funcion derivable con derivada continua en [a,b]. Sea f una

funcién continua en un intervalo Ide forma que ¢ [a,b]c 1. Entonces:
b 4(b)
fod)d'= f.
J,(Fearo'=]

-Dem-

Sea G una primitiva de fen 1. Entonces

(G9)' =[R. cadena] = (G' ¢)(¢") = (fo )¢




Aplicando la R. de Barrow obtenemos:

1'% = G(o(b) - G(d(a)) = (G )(b) — (G d)(@) = [ (Fo o) .

La estrategia que se sigue cuando aplicamos esta férmula es la siguiente:

d d )d
R {X o) dx=¢l t} [ a0t

d(@)=c ¢(b)=d
Ejemplo
t+1
X=—— dx=dt/2 47
[[x-1pdx=| _2 2o L] 2520
: 9 LT T 28,

IIl. CALCULO DE AREAS

Como es complicado dar una definicion formal del concepto de area que se

adapte al concepto intuitivo, se suele tomar como definicion de area la siguiente:
"Si f(x)>0, y f es continua en [a,b], entonces jbf representa el area del

trapecio curvilineo limitado por la curva y=f(x), las rectas x=a y x=b, y el eje de las
abscisas."

Esta definicién quedo justificada cuando vimos la interpretacion geométrica de
las sumas inferiores y superiores y la posterior definicion de integral definida.

En el caso en que f no sea mayor a igual que 0, veremos como se define el

area.

Con esta definicion vamos a ver como se calculan areas en distintos casos:
1. Sea f:[a,b]-R una funcién continua en [a,b]. Queremos calcular el area del recinto
delimitado por la gréfica f, el eje horizontal y las rectas x=a y x=b. Distinguiremos
casos segun el signo de f.
a) Si f(x)=0, Vxe[a,b]:

. b
Area= [ f(x)dx




b) Si f(x)<0, Vvxe[a,b]:

’ b
Area= —L f(x)dx

f
c) Si f(x)=0, Vvxe[a,c]y f(x)<0, Vxe[c,b], siendo ¢ un punto comprendido
entreayb:
f
Area total=Area (A) + Area(B)= 8 b

= [*f(x)dx~ [ F(x)dx

NOTA: Observemos que en este ultimo caso el recinto esta descompuesto en dos
partes, una con f>0 y otra con f<0 y calculamos el area de cada parte por separado.

Se procederia de forma analoga para calcular el area de recintos similares.

2. Sean f:[a,b]-R y g:[a,b]-R dos funciones continuas en [a,b]. Queremos hallar el
area del recinto delimitado por las graficas de fy g y las rectas x=a y x=b.

a) Si f(x)>g(x) Vxe[a,b]: f

Area=

_Lb f(x)dx — J‘: g(x)dx = Jj(f(x) —g(x))dx

Q) feessssssns

O Januasn

b) Si se cumpliera la condicion f(x)<g(x) para todo xe[a,b], estariamos en una

situacion similar, pero con los papeles de f y g cambiados.
c) En el caso general, el recinto se descompone de forma que en cada una de

las partes se verifique o bien f>g o bien f<g y se calcula el area de cada parte por

separado.
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